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Zusammenfassung 
Es wird eine Vera11gemeinerung des Abtast.羽leoremsangegeben， wobei die abgetasteten 
Werte einer stetigen Funktion und derer Ableitungen hoher Ordnung berucksichtigt werden. 
Neue Abtast-Funktion ist e加gefuhrt，wo das Abtast“Interva11 nicht viel gleichmasig verteilt ist. 
~o. Einleitung 
Someya嗣Shannon'schesAbtast凶TheoreIi11)2)lautet 
ぷ nn-γsin(sz +γ-nπ} 
J(z) = L Jト7一}・ b ・.. -- ， 
mit einem orthogonalen Funktionensysteme: 
lSin;z -nn) 
z-nn • 叩nzezal吋 imInt怠rval 吋…，




Dieses Theorem konnte in viele Richtungen verallgemeinert werden. Die Verallgemeine-
rung des Abtast-Theorems und der Wiederaufbau der band-begrenzten Funktion aus den abge酬
tasteten Werten und abgetasteten Ableitungen sind schon versucht. 3) -14) Das Abtast-Theorem 
ist auch im Fa1e von einem stochastischen Prozesse15) mit kontinuierlichem Parameter verallge-
me血ert.Andererseits ist es schon bekannt16)， das die Lange des Abtast-Intervalls nicht immer 
gleichm泌igsein kann. 
国erin dieser Abhandlung geben die Autoren eine andre Verallgemeinung des Abtast-
Theorems an， um eine kontinuierliche Funktion aus也renabgetasteten Werten und abgetasteten 
Ableitungen hoher Ordnung wieder au危ubauen.17) -25) Bezuglich dieses Theorems sind einige 
neue Abtast-Formeln angegeben. Einige Bemerkungen uber die Abtast-Formeln sind auch ge-
macht. 
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書1園 Verall留@閉einertesAbtast園τheore閉
Satz I (Verallgemeinertes Abtast-Theore血)Eine ganze Funktion f(z) wird ausgedruckt: 
m m_ -Ic J)} _ _(Ic) 山~ ，~ C' Hn" ~)+ k q( Z)
J( Z) =エエエ今了@つケ..(Z -Zn) - . ν m_ +1 
J;'" (Z -Zn) 




、 ? 、 ? ? ，? ???? ， ? ?
wobei die Reihe in dem beliebigen， begrenzten， geschlossenen Gebiete in der komplexen 
z-Flache gleichmasig konvergiert， fals die folgenden Bedingungen erfullt sind: 
(1) f(z) und g(z) sind ga田 eFunktion， 
(1) g(z) hat Nullstellen (mn+l)-ter Ordnung in den Punkten Z=Zn (n= ganze Za国en)ヲi.e.
9 (Zn) = g'( Zn) = g"( Zn) =…=gimぺ
und 
( mn +l) g' "'n ' .， ( znh= 0 




Hier werden zm Abkurzung 
f t z z ヲ=[--7'-ゾ(Z)]ー ヲ (k==O.1，2，…)一 一 n
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und 
dfl=142いんz ， (k== 0.1.2....) 
円 ?r~ n 
gesetzt. Die Summe血(1-1)sol1 uber a1e Punkten zロ zn(n = ganze Zahlen) genommen werden. 
Die Funktion 
可 g(z) 
h( z. z，) ==ーーム一一三-H (z. z，) - (~ ~ 1 m. +1 
(z-Z，) 
(1・6)
wird als eine verallgemeinerte Abtast-Funktion bezeichnet， und die Punkten z = Znals Abtast-
Pun孟ten.Der Ausdruck (1剛1)selbst wird als eine verallgemeinerte Abtast-Formel benannt. 
Beweis des Satzes 1 istga回 geradewegs.Unter den Bedingungen (1) und (I) ist die Funk-
tion f(z)/ g(z) m町omo中hischin der komplexen z・Flache.Sie hat die Polen (mn+1)酬terOrdnung 
in den Punkten z = zn' Nach dem Cauchy'schen Theorem kann man die Funktion f(z)/ g(z) 
durch eine Kontur-Integration entlang einem Kreis von Radius R mit Zentrum im Ursprung 
ausdrucken， enthaltend die Polen von f(z)/ g(z) innerhalb d田Kreis邸 Izl=R. Wenn man das 
Radius R nach dem Unendlichen ausbreitet， verschwindet das Kontur-Integral unter der Bedin-
伊ng(II). Und man hat nur die Residuen in den Punkten z =九四berechnen.Nachdem man 
die Summe der Residuen berechnet， multipliziert man g(z) zu beiden Seiten d邸 sogewonnenen 
Ausdrucks und erweist den Satz 1. 
~2. Bemerkungen uber das Verallgemeinerte Abtast幽Theorem
Wir konnen die Bedingung (II) noch schwacher machen. Z.B. kann m祖 anstほtder Be-
d也gung(II) folgendes annehmen: 
、 ? ? ? ???? J(z) 
lim =-一一一==K (== konst.) 





( =konst.) ， (2・2)
wobei der Ubergang (c→∞) bedeutet， eine Jordan-Kurve mit dem genugend grosen Durch-
mess町四nehmen.1m Falle (II') oder (II") mus man einen Term K. g(z) in die rechten Seite 
von (1-1) addieren. 
~3. Einige Speziellenfalle des Satzes 1 
Wenn ale mn fur beliebigen zu gleich sind， bezeichnet man IDU als m， und bekommt aus 
dem Satz 1 den folgenden Satz 11. 
Satz 11 
Unter den Bedingungen (1)， (I) und (II) ist f(z) folgendermasen darg回te1t:
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(n)) H~k) • s g( Z) 
J(z) =エヱι. ~_~n ー・ ( Z -Zn) s • . __ H 
n HOJ=oj!(s-j}l{z-Zn) 
(3・1)
Aus (3-1) folgt der Satz IIL 
Satz田 Wenneine ganze Funktion g(z) die Bedingungen (1) -(II) erfult und auch泊 dem
Punkte z = znnach der Taylor'schen Reihe folgendermaβen entwickelt wird: 
g{z)=AM・{z-zJm+1+ヱ-¥m山 S・(Z-zn)2m山 S，(Am+1 ~ 0) 
dann wird der Ausdruck (3-1) zum (3-2) reduziert: 
~ J s) ( Z -zn) S 1 9( z)
J( z) =エエム・一て「一・「百「・-. S! g~'OT" ( Z -zn) (3・2)
(m + 1)! 
g4. Abtast-Formeln fur kleines mn 
a) Wenn ale Polen von f(z)/g(z) eir由ch(i.e. IDU = 0)加a11enPunkten z = zn (n = ganze Zah1en) 
sind， dann der Ausdruck (1-1) vereinfacht wird， und wir haben die Abtast-Formel: 
~rl_' g(z) J( Z) =三~J(ZJ ・，τF 町 1Z -ZnJ • g'n (4・1)
Der Ausdruck (4-1) ist schon von van der POF6) eingegeben. D.h.， wenn eine ganze Funk-
tion g(z) einfache Nu11stellen (Nullstellen 1-ter Ordnung)担a11enPunkten z = zn(n = ga回 e
Zah1en) besitzt， und fa1s d部 Fourier-Spektrumeiner Funktion f(z) begrenzt ist， und f(z) und 
g(z) keine gemeinsamen Nu11stellen besitzen， d阻 giltder Ausdruck (4-1). 
b) Wenn a1e PO胤 vonf(z)/g(z) in a1en Punkten z=z且 (n= ganze Zah1en) 2也ch(i.e.， m包=1) 
sind， dann wird der Ausdruck (1-1) reduziert: 
J( z) =訪(Zn)+ ( Z一小 {fk}-if{Zn).4. 21・そ(Z)m・
l .:> g': j ( Z -Zn) ~. g';， (4幽2)
c) Wenn ale Polen von f(z)/ g(z) in a1en Punkten z = Zn(n = ganze Zah1en) 3-fach (i.e.， IDU = 2) 
sind， dann wird der Ausdruck (1-1) folgendermasen reduziert: 
r _(4) ルエ計レ{…一川j'ハω(z作ω叫，J-寸士シか料刀片仇ル{位仇Zn山
~ gn E
. d;).2 1 d:) .1 3!・g(ZJ
+玄J(ZnJ・[4;"(_i;)J一言「古l!・ 3 同.
g';' " g';: j (Z -Z nJ ・ g'~
(4司3)
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d) Falls m> 0 ist， istes praktisch bequem zu nehn悶 1:
9 (z) = vr"+l( z) (4-4) 
wobeiψ(z) eine ganze Funktion ist， die nur einfache Nullstellen in allen Punkten z = Znbesitzt. 
So wird die Abtasi-Formel (1-1) folgendermasen darg回telt:
J l H S JI S ly+l( z) 
J( z) =ヱヱエ三L@-L寸"(Z - Zn)' e 
n s=OJEOj! 、Jノ(Z -Zn) m 
wobei Hn(かsin (1-5) gegeben由叫臨it
und 
hn=glf+1l/(m+1)!=iVJ F7HI 
ト(r) r! (m+J+rJ 
- - ，~ 
川 n - ( m + 1 + r)!切出





Hier woUen wir bemerken， eine Abtast-Formel als eine Interpolationsfor醐 elbenutzen zu 
konnen. Eine Abtast-Formel als eine Extrapolationsformel anzusehen， istnicht sehr bequem， 
weiljeder Term in (1-1) imI配 rdie gleichgultige Rolle spielt， und man kann diese einzelnen Ter喧
men nicht einfach vemachlassigen. 
~5旭日etaillierte 昌eispiele der Abtast園Formelf品rm=O
Fur m=O kom副
a) Wir 田 hmenein Orthogonalsystem von Polynomen im Gebiet a壬z壬b:
{やk(Z) I k=lム1…;jaω(Z)中m(z)中n(z)dz=5mn19 (5-1) 
mit einem Polynom s-ten Grades中s(z)und einer Dichte四Funktionω(z).Aus (4-1) und mittels 
恥(z)kann man eine Naherungsformel笥z)品r地)berechnen: 
や p れ(z) J( z) =乞f(zn) " 紅 白-Zn) ..孔(Zn) (5-2) 
Die rechte Seite von (5-2) ist ein Polynom (s-1)-ten Grades. Wenn f(z) ein Polyno血 (s-1)ーten
Grades ist， dann stimmt f(z) mit笥z)in s P叩 ktenein. Deshalb bemerkt man sofort， das 
f(z)三 f(z)sein mus. Wenn f(z) ein Polynom hoheren Grades als (s-1) ist， dann 1St地)nicht f(z) 
selbst， sondem ergibt sich als eine Naherungsformel von高z).
Falls筑z)ein Polynom (2s-1)四tenGrades ist， besteht 
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jhzlf(山 =j:ω(z)J( z) (5-3) 
Die Di旺'erenzf(z)一貫z)ist ein Polynom hochstens (2s-1)回tenGrades， und 恥(z)hat Nl曲tel1en
zwischen den Nullstel1en von f(z)-f(z)， weil es besteht: f(z)イ(z)品rzn (恥(zn)= 0). So bezeich-
net man f(z)-f(z) =恥(z).y(z)， wobei y(z) ein Polynom hochstens (s-1)-ten Grades ist. Und 
man bekommt 
jhz)f{山一j:ω(z)了{ル=j:ω(z)札(z)γ(z) dz = 0 
da恥(z)orthogonal zu einem Polynom niedriger als s-ten Grades ist. W往路tzen(5-2)加 (5-3)
e血，und erhalten 
jL{Z}f{Z}dz=土f(zn) • An ， (5・4)
出te也erKonstanten An (Christo鉦'el'scheNummer): 
rb _.f _¥ ts( z)λ=1ω( z)・
九 (z -zn)・孔(zn) 
(5・5)
Wenn f(z) ein Polynom hochstens (2s-1)ーtenGrad郎副， dann kann man d出 Integral(5-4) 
berechnen， fa1s die Werte von f(z)血 denm(くs)Punkten bekannt sind. Wenn auch其z)出品t
solch ein Polynom ist， kann man Integral (5-4)βls Nahrungsformel berechnen. Diese Nahrungs-
formel ist nichts andres als die Gaus'sche Quadratur-Formel. 
b) Um die Lagrange'sche Formel zu bekommen， nimmt man 
g(z) =日(z-Zk) 




Ln( z) = 白 z-zk-Zn - z. 
k=l.k手 n “ K
Ln( zp) =δn.p ・(l.s:p:ss)
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(5・10)α=positive ganze Zahl und 併0g( z) = cos(α訂 ccossz) 
und erhalt Nahrungsformel f(z) 
J( z) =台工{一山j(zn)・J1Z.cosM??;jpz} (5-11) 
宜lIt
(5・12)cos(αarccos sZn) = 0 
d.h.， 
(n=ganze Zahlen) sZn= cos{(2 n+ 1)πβα} 


























L7今立)de =均一山f吟Jh)・ sin (5幽14)
内π
wobei Integral九d8bedeutet， den Cau向、伽1Hauptwert im Punkte 8 = 8n anzunehmen. F註r
α=positive g創立eZalu wird der Ausdruck (5-14) folgendermasen reduziert: 








rnittels der Integralformel: 
f nn~C~S(αe) 




(5・16)(α， s=const.， α;-fO.) g( z) = s担 (αz+s) 
und erhalt Sommeya-Shannon'sche Abtast-FormeI1)2): 
とれπ-s， sin(αZ+ s-nn) 
j(Z) =え刀 ar)・ αz+s-nn' (5・17)(α*0) 
rnit der Abtast-Funktion: 
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Sill (αz+ s一口π)
S回c(αz+s-nπ}三 αz+s-
Shannon'sche FormeFl entspricht zu (5-17)品rα=1 und s=O. 
Z.B. wird der Aus世田k(5-17) folgendes ge品hrt:
2 ~. •• sin (αz一日π)
吋ーが+isz] =エ叫ト γ(nn/αr + i(吋 /α)].， αz-nn 
(5-18) 
(Y>O，併 0) (5-19) 
e) Andre Beispiele 
Nun notieren wir hiermit die Funktion g(z)， die Abtast-Formel und die Gleichung， die die 
Werte zn angibt. 
? ???、?
?
g(z)= zsin(αz) -A cos(αz) ， (αA;e{) 
heist die Abtast-Formel: 
ぷ 1 cos(αん) zsin (αz) -Acos(αz) 
J(z) =ふJ(λrJ"す.. . 七回 目可 sin(2αλn) αz-αλn 
民巴 2αλn 
mlt 
λn ~ sin (αλn)-Acos(αλn) = 0 
? ??、??? ?
g(z)= zcos(αz) -Bsin (αz)ヲ (αB;e{) 
二三 一1 sin (αηn) zcos (αz) -Bsin (αz) 
J( z)ニえJ(ηn)"τ¥-竺巴ηnf αz-a7]n 
2αηn 
?
ηn" cos(αT)n) -B sin(αT) n) = 0 •
Fur die Grenzfalle A→o undB→o inden Ausdrucken (5-20) und (5-23) entstehen 
1ぷ 1 r， nn αZ" Sil (αz-nπ) '" ，_ ，'._.. Sil (αz) 
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+- I Rπ π αz. cos(αz一口π}
J( z) =一号三五訂・J(す+五}・ α-z--n-n--:-(n-"I2:-:)'-+刀0)・∞s(似)・
(5・27)
Diese Abtast-Formeln sind etwas組合esals Someya-Shannon'sche Abtast-Formeln. Beispiele 
von (5-26) und (5-27) lauten: 
ぷ 1 .， nns αz・sin(αz一口π) 戸
sin ( sz) =ヲFL-π・sin(-a一)・ αz-nn '+ ~sin(αz) ， 
(α併0) (5-28) 
1ぷ 1 ，nns αz・sin(αz-nn) sin (αz) 
cos( sz) = ヲ~ L ~・ cos( '-~r) ・ αz- nn + az ， 
(α日*0) (5-29) 
1ぷ 1 .， nns αz・sin(αz-nn) sin (αz) 




ぷ n Sin{(口πsfα)+(s.πβα)}αzcos(αz) 
sin ( sz) = -L (-1) 兵土 れπ+(πβ) αz-nπー{πβ)， 
(αs*O) (5-31) 
ぷ n Cos{( nnsfα) + (伽β吋}αzcos(αz)
cos( sz) =一、{ー 1)・・+cos(αz) ， 丘二 九π+(πρ) αz-nn一{π/2)
(α戸，*0) (5-32) 
と n J，~{(口nßfα)+(ßπρα))










Wheelon28) zeigte (5-30)胎 α=s=1. 
ii) Fur 
g(z) = Jv(αz) ， (α*0) 
ぷ 1 Jv(αz) J( z) = L J(j n)・ー ァ一一・一一一ー ァ，
兵二 J~( aj n) αz-~n 
(5・34)
mit 
Jv( cgn) = 0 (5-35) 
wobei lv(z) eine Bessel'sche Funktion v-t町 Ordnungist. 
iv) Fur 
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g( Z) = ZJ;{αz) +叫{αz)，(αh~O) (5-36) 
J( z) = L J(λJ・

















λnJ:lαλn) + hJ1(αλn) = 0 (5・38)
v) Fur 
g(z)=Tv(αz，sz) (α日~O) (5-39) 
wo 
Tv( x， Z)= N) X) J) Z)ー J)x)N) Z) ， (v = ganze Zahl， X>O， Z>O) (5-39') 
ist， wobei Nv(z) eine Neuman山 cheFunktion v-ter Ordnung ist. 
ぷ λnJv(αλn)・Jv(s.λn) T.(αz， sZ) J( Z) =一手LJ(λJ・ 2 _. - .• • 2' __ • "7 _ 1 ，(0<α<s，O<z) (5剖)




g(z) = sin(αr+β} (α~O) (5・42)
ゃ Sin(αr+ s-nπ} J( z) =工J(zn)・守 2αZn(Z -Zn) ， 
mit 
(5・43)
sin (αzn2 + s) = 0 ， i.e. Zn ロ土 ~(nTl - s)Iα. (n = ganze Zahlen) (5・44)
vu) Fur andre Be嗣is平p戸iお副el出ekann ma組na砧Isg瓜(z吟)Ma幻th副ie印u凶l'、sc此 heFu旧n山1
tion mi江tne句ga幻ti討vemAr培gume阻nt飽euふw.，annehmen， und erhalt die Abtast-Formeln， die wir hier 
weglassen. 
g6. Beispiele der Abtast-Formeln fur m = 1 
Fur m = 1， i.e.g(z) =ザ(z)，kommt (3-2) zur Frage. 
a) Man nimmtψ(z) a1s恥(z)，e血 orthogona1esPolynom s-ten Grades血 (5-1)，und erhalt 
Verallgemeinerung des Abtast 
H(nS-)J (_ _ ，S _ o:( z) 
f{Z)=ZEEす・ (S-j)l・ (Z-Zn)・5コ子
mit 
。s(Zn) = o. 
Wenn man insbesondere 
g(Z)=〆(Z)=日(z-zJ2
annimmt， erhalt man加 s(4-2) folgendes: 






D.h.， eine Lagrange'sche Formel mit den abgetasteten Wertenιund abgetasteten Ableitungen 
l-ter Ordnungι〈
b) Man nimmt ein Tschebyschef'sches Polynom alsψ(z): 
g(Z)=ず(Z)= cos2(αarccos sz) (α併0，α=ganz巴Zahl)
und erhalt 
1(z)=方計n・(l-lr，.) -1 n .l・zn11-J+f;-dzil・(z_ Zn~ COS 2どちih}l，
mit 
sZn = cos((2口+1)πパ2α)) (n=ganze Zahl巴n)
c) Fur 
g(Z)=ず(z)= sin 2(αZ+向， (αs*O) 
erhalt man 
仁 1 sin2(αZ+向
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zn = (π -s)/α. (n=ganz巴Zahl巴n) (6-9) 
Wenn das Fourier.匂 ektrumvon f(z)血 einemendlichen Gebiete begrenzt ist， bezeichnet 
man die Maximum-Frequenz als W. Und fals 
1 2 
lα|くV
besteht， dann gilt die Bedingung (II1)血(1-4).
Deswegen ist die Bedingung (6-10) eine hineichende Bedingu時品r(6-8). 
d)An世eBeispiele 
In ahnlicher Weise kann man annehmen: 
g(z) = (zs加 αz-AcosαZ)2 ， (αA;tO) 
g( z) = (z cosαz-BsinαZ)2 ， (αB;eO) 
g(z)= ~(αz) ， (α;tO) 
g(z) = (zJ;(αz) +叫{αZ)}2 ，(αh;tO) 
g(z) = r(αz， sz) ， (α併0)
凶tT(αz，sz) gegeben in (5-39')， 
g(z)= sin2(αz. + s) ， (α;tO) 
und 
g(z) = Quadrat von Mathieu'schen Funktionen uふ W.
(6-10) 
Dann erh剖tm加 dieAbtast干ormeln，die die abgetasteten WerteいinerFunktio吋 z)und die 
abgetasteten Ableitungen 1-ter Ordnung In ' enthalten. 
g7. Beispiele der Abtast-Formeln fur m = 2 
W仕benutzenden Ausdruck (4-3)品r(4-4) mit m = 2， d.h.， 
g(z)="'(z) 
Alsψ(z) konnen wir ne凶 en:
'It(z) = 仇白:)in (5-1)， order 白< (z可)in (5-6)， cos (α 町 C∞ssz)血 (5・10)，
sin (αz+舟泊 (5-16)，z s血 αz~-Acos(αz) 血 (5-20)，
z cos (αz) -B sin (αz) in (5-25)， Jv (αz) in (5-34)， 
zJ'v (αz) + hJ1 (，αz) in (5-36)， Tv(αz+ sz)血 (5-39')，U.S.w. 
(7同1)
Die genauen Abtast-Formeln werden wir hier weglassen. Nur notieren wir eine Abtast-
Formel血rg(z) =血3(αz+ s). Es gilt: 














? ? ? ???
??? (7-2) 
WO Zn =(叩-s)/α(n= ganze Zahlen) sind. 
書8聞 ZUi官官 Schlus 
In die悶 Abhandlu碍 habendie Autoren e担 verallgemeinertesAbtast-Theorem (Satz 1) 
angegeben， womit eine ganze Funktion f(z) durch die油getastetenWerteιund die abgetasteten 
Ableitungen fn (s) hoher Ordnung dargestellt w註d.
Viele der bisher gegebenen Formeln3) -14)16)戸 25)konnen mittels dieses verallgemeinerten 
Abtasi-Theorems leicht hergeleitet werden. Ei血geBeispiele der Abtast-Formeln sind auch her-
gegeben. 
Es solte auch hiermit betonen， das das angegebene verallgemeinerte Abtast-Theorem血
vielen Feldern nicht nur in der Physik， sondern auch in der Technik gute Anwendung finden 
k凸nnte.
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